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ЗАСТОСУВАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ  
ПРОЦЕСІВ ПРАВКИ ПРИ ВИГОТОВЛЕННІ  

ЕЛЕМЕНТІВ НАПІВВАГОНІВ 
 
 
Обґрунтована актуальність науково-дослідних та дослідно-

конструкторських робіт, спрямованих на дослідження температурної зада-
чі правки газовим полум’ям деформацій, що виникають після зварювання 
рами напіввагона, у вигляді задачі Стефана з рухомим джерелом тепла. Від-
мічена доцільність розробки математичної моделі нагрівання металу, що 
виникає при правці деформацій, яка враховує теплоту фазового переходу, 
шляхом введення розподіленого в околиці поверхні розділу фаз джерела теп-
ла. Наведені результати експериментального та розрахункового досліджен-
ня стосовно розподілу температури при правці хребтової балки напіввагона 
залежно від часу нагрівання. 

Ключові слова: напіввагон, хребтова балка, деформації, правка, математи-
чна модель. 

 
Обоснована актуальность научно-исследовательских и опытно-

конструкторских работ, направленных на исследование температурной 
задачи правки газовым пламенем деформаций, которые возникают после 
сварки рамы полувагона, в виде задачи Стефана с подвижным источником 
тепла. Отмечена целесообразность разработки математической модели 
нагрева металла, который возникает при правке деформаций, учитываю-
щей теплоту фазового перехода, путем ввода, распределенного в окрестно-
сти поверхности раздела фаз, источника тепла. Приведены результаты 
экспериментального и расчетного исследования касательно распределения 
температуры при правке хребтовой балки полувагона в зависимости от 
времени нагрева. 
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Постановка проблеми. В даний час найважливішою умовою вдосконалення 
зварювального виробництва є не тільки розвиток теоретичних основ зварювання 
з використанням новітніх досягнень у різних галузях фундаментальних і прик-
ладних наук, а й створення високоефективних методів і засобів моделювання та 
імітації зварювальних процесів. Застосування математичних методів та матема-
тичного моделювання зварювальних процесів перетворилося на потужний ін-
струментарій досліджень і пізнання процесів, що відбуваються в складних тех-
нологічних системах, що дозволяє не тільки отримати формалізований опис їх 
основних закономірностей, а й ефективно керувати ними. Математичне моделю-
вання дозволяє оптимізувати умови протікання процесу утворення зварного 
з’єднання, запобігти появі недопустимих дефектів зварних швів, з’єднань конс-
трукцій і одночасно підвищити продуктивність зварювальних операцій.  

Тому проблема підвищення продуктивності праці і зниження собівартості ви-
готовлення продукції завжди була і буде в центрі уваги будь-якого виробництва. 
Поряд з іншими технологічними процесами зварювання значною мірою визна-
чає технічний рівень багатьох галузей промисловості і, зокрема, вагонобудуван-
ня. Успіхи зварювальної науки і техніки дозволили здійснити справжній перево-
рот у вагонобудуванні, створити принципово нові, високо економічні конструк-
ції вантажних вагонів у яких в багато разів підвищено продуктивність праці при 
їх виготовленні [1, 3, 4].   

Аналіз останніх досліджень і публікацій показав, що на сьогоднішній день 
кількість освоєних методів зварювання за видами енергії активації більша ста, а 
варіантів тільки дугового зварювання більше тисячі. Тому поле діяльності для 
складання математичних моделей процесів зварювання, та їх вдосконалення є 
практично необмеженим. Слід відзначити, що математична модель напружено-
деформованого стану елементів напіввагонів в процесів зварювання або тепло-
вої правки складається з двох взаємопов’язаних завдань: температурного та де-
формаційного.  

Результати робот [1, 2, 5, 6] показали, що при виготовленні хребтової балки 
напіввагона виникає значний прогин (від мм65  до мм120  ), який необхідно 
знижувати. В роботі [7] проаналізовано сучасні методи та підходи  правки дефо-
рмацій, що виникають в процесі зварювання несучих металоконструкцій ванта-
жних вагонів та їх елементів. Запропоновано класифікацію методів правки звар-
них конструкцій після зварювання в вагонобудуванні. З’ясовано, що найбільшо-
го розповсюдження отримав метод термічної правка з місцевим нагрівом, як 
більш економічно доцільний. Наряду з цим відомі аналітичні рішення задачі 
теплопровідності зазвичай не враховують впливу теплоти фазових переходів І 
роду, які супроводжуються поглинанням або виділенням прихованої теплоти і 
зміною питомого обсягу.   

В той же час для оцінки температурного поля академіком М.М. Рикаліним 
була розроблена загальна теорія розповсюдження тепла при нагріві, результати 
досліджень за якою показали, що теплота плавлення суттєво впливає на розміри 
зварювальної ванни та шва. Слід відмітити, що теорія теплових процесів Рикалі-
на заснована на методі джерел, який є ефективним у тих випадках, коли джерело 
нагріву зосереджено у невеликому об’ємі елементу, а область поширення тепло-
ти не обмежена [8]. Він надає можливість чисельними методами відшукати 
швидкості зварювальних напруг та деформацій, але для визначення самих шука-
них величин доводиться користуватися формулами чисельного диференціюван-



 
 

   МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

112 
 

ня, які вносять додаткові похибки в рішення. При цьому методика розрахунку 
температурних полів, яка була запропонована Рикаліним не враховує теплоту 
фазових переходів. Все це дозволило виділити найбільш раціональний підхід, 
який ураховує вищевикладені недоліки і полягає в більш точному описі темпе-
ратурного поля з урахуванням  теплоти фазового переходу, в залежності від теп-
лофізичних коефіцієнтів температури, що призводить до постановки задачі Сте-
фана, яку було сформульовано в 70-х роках XIX ст. австрійським інженером-
металургом Й. Стефаном. 

У такій постановці в роботі [9] досліджено температурне поле при зварюва-
льному нагріві у стик двох тонких пластин постійної товщини і обмежених у 
розмірі. При дослідженні процесів правлення і зварювання виникає клас задач, 
що відносять до задач Стефановського типу, але мають ту особливість, що неві-
дома функція, яка описує закон руху поверхні фазового переходу І роду, входить 
не тільки в умови Стефана, а й у рівняння теплопровідності.  

Метою статті є дослідження температурної задачі  правки газовим полум’ям 
деформацій, що виникають після зварювання, у вигляді задачі Стефана з рухо-
мим джерелом тепла  та побудова математичної моделі температурного поля 
нагрівання при правці деформацій, яка враховує теплоту фазового переходу, 
шляхом введення розподіленого в околиці поверхні розділу фаз джерела тепла. 

Викладення основного матеріалу. Задачі типу Стефана належать до класу 
нелінійних крайових задач для параболічних рівнянь з розривними коефіцієнта-
ми на невідомих рухомих поверхнях. Дослідження коректності таких завдань 
узагальнені в монографії Л.И. Рубінштейна [12]. Існуючі методи чисельного 
рішення задачі Стефана можна розбити на дві групи: методи з явним виділенням 
межі фазового переходу і методи, засновані на заміні еквівалентної задачі теп-
лопровідності з джерелом тепла, пов’язаним з межею фазового переходу. Харак-
терна особливість другої групи методів полягає в тому, що в них рішення задачі 
відшукується за допомогою однорідної різницевої схеми.   

У багатьох математичних моделях при побудові рівнянь теплопровідності 
просторовий розподіл джерела тепла визначається  дельта-функцією Дірака, яка 
була введена англійським математиком Полем Діраком і згодом названа його 
ім’ям ( -функція,  -функція Дірака). При побудові різницевої схеми вона апро-
ксимується дельтаобразною функцією, що встановлює «розмазування» ентальпії 
фазового переходу на деяку поверхню розділу фаз. Таким чином, передбачаєть-
ся, що теплота фазового переходу виділяється в деякій околиці поверхні фазово-
го переходу ( T , T ), де основна передумова при моделюванні фазових 
перетворень полягає в тому, що фазовий перехід відбувається при заданій пос-
тійній температурі фазового переходу першого роду T , тобто приймається при-
пущення, що фазовий перехід відбувається, починаючи з температури нижче 
ніж температура плавлення (кристалізації). 

Вплив фазових (структурних) перетворень на залишкові напруги та деформа-
ції при зварюванні та виправленні настільки значні, що їх оцінка призводить до 
великих похибок. В той же час структурні зміни в металі, що відбуваються в 
процесі газової правки внаслідок більш повільного (в порівнянні з дуговим зва-
рюванням) нагріву зон впливу при газовій правці більше, ніж при дуговому зва-
рюванні. При газовій правці в  металі  відбуваються фазові структурні зміни на 
стадії нагрівання в інтервалі температур 3с1с А.....А   та більше (для стали С2Г09  
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температура початку фазового перетворення C725А 1с
  , температура закін-

чення перекристалізації C860А 3с
  ). При цьому температурою нагріву основ-

ного металу, яка забезпечить найбільший ефект при правці для низьколегованих 

марок сталі є C750700t   , а максимально допустимою температурою  є 

C950900tmax
   [11]. Дослідним шляхом встановлено, що для редагування 

місцевим нагріванням найбільш раціонально застосовувати температуру в ме-

жах від C800  до C850 [10], яка з гідно з нормативною документацією [11] 

знаходиться в діапазоні від C600  до C950 . 
До основних температур фазових переходів для сталі С2Г09  відносять: 
- нормалізацію – область основного металу, в якій утворюється дрібнозернис-

та структура з найвищими механічними властивостями. Температура коливаєть-

ся від C860   і вище ( перетворення фериту – аустеніт); 
- неповну перекристалізацію – область основного металу, в якій навколо кру-

пнозернистої структури в результаті перекристалізації утворюється дрібнозер-

ниста. Температура коливається в межах C860725    (при нагріванні часткове 
перетворення ферит – аустеніт). 

- рекристалізацію – частина основного металу, для якої характерним є відно-
влювання форми і розмірів зруйнованих зерен металу, що раніше піддався обро-

бці тиском. Температура коливається в межах C725600   . При цьому нагрів 

нижче температури C725   не змінює вихідний фазовий склад сталі, однак при 

температурі вище C600   (температура рекристалізації) призводить до зникнен-
ня спадкової прокатної структури основного матеріалу і сферитизації форми 
зерна. У свою чергу кінцева структура зони термічного впливу при правці зале-
жить від швидкості охолодження точок. Це явище відображено в діаграмі анизо-
термічного розпаду аустеніту (термокінетичної діаграми) [8]. 

Нижче представлені матеріали щодо приведення задачі Стефана до задачі те-
плопровідності з рухомим джерелом тепла при правці дугої газової горілки еле-
ментів хребтової балки. 

Система координат обрана таким чином, що її початок знаходиться на кромці 
Z -подібних профілів, вісь 2Ox  скерована вздовж зварного шва, вісь 1Ox  – по 

кромці Z -подібного профілю перпендикулярно осі 2Ox . При обліку симетрії 

відносно осі 1Ox  розглядаємо один Z -подібний профіль 

 2211 lx0,  lx0 Щ  (рис. 1). Тоді задача з визначення температурного 
поля при правці зводиться до вирішення наступної системи рівнянь [9]: 
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де  1c  2c , 1  2   – об’ємна теплоємність, коефіцієнт теплопровідності твер-
дої (рідкої) фази відповідно;  

        – коефіцієнт теплопередачі;   
         – товщина елементів балки;   

      cT  – температура середовища при правці (температурах нагріву 

C900650  , де відбувається неповна рекристалізації, перекристалізація, нор-
малізація матеріалу рами напіввагона);  

      T   – температура фазового переходу, 
 

   0
t

L,gradлgradTTT 



 
 ,    0t,x,x 21  ,  0t  , (2) 

   
де  L  – теплота кристалізації одиниці об’єму матеріалу;   

       0t,x,x 21   – рівняння контуру області нагріву;  g  – питомий тепловий 
потік полум’я горілки, 

 

з граничними умовами: 
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з початковою умовою: 
 

  c21 T0,x,xT  ,    21 x,x . (7) 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Система координат для 
правки хребтової балки  

напіввагона 
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В дійсності в ході зварного нагрівання при правці тепловий потік  розподіле-
ний в деякому компактному просторі, тобто діє розподілене джерело нагріву. 
Отже для поверхневого джерела нагріву, а саме газового полум’я, експеримен-
тально встановлено, що питомий теплової потік q  в будь-якій точці плями на-
гріву описується кривою Гаусса (закон нормального розподілу) [8] і наближено 
може бути виражений формулою: 

 
2Rk

max eqq  . (8) 

 

де maxq  – найбільший тепловий потік в центрі плями нагрівання, сексм/кал 2
; 

      e  –- основа натурального логарифму; 

      R  – коефіцієнт зосередженості теплового потоку, 2cм/1  (для газового 

зварювання коефіцієнт зосередженості 2cм3,0R   [7]); 
      k  – радіальна відстань точки плями нагріву від осі полум’я, cм . 

У рівнянні (1) вираз  cTT
2





 враховує тепловіддачу з обох поверхонь Z  – 

подібних профілів. Граничними умовами третього роду (3), (4), (6) задана умова 
теплообміну на кромках елементів з навколишнім середовищем. Граничною 
умовою другого роду (5) задана умова симетрії по осі 1Ox  у будь-який момент 
часу.  

У статті двовимірна задача Стефана (1), (2) з фіксованою температурою фа-
зового переходу T  приводиться до завдання теплопровідності з джерелом теп-
ла, розподіленим у малій околиці межі розділу фаз, причому вона обирається в 
області фази, що утворюється. У зв’язку з безперервною зміною положення по-
верхні фазового переходу, джерело тепла, що вводиться, є рухливим разом з 
межею розділу фаз.  

Для описання джерела тепла введена частково безперервна невід’ємна функ-
ція    Tg , яка задовольняє наступним умовам: 

–  Tg  визначена на всьому діапазоні зміни температур, відмінна від нуля 

в проміжку від  T  до T  ∗ܶ, а поза ним тотожно дорівнює нулю; 

–   1Tg  ; 

– 0
T

g





 для     T,TT  . 

Тоді справедливе наступне, сформульована вище задача Стефана (1) – (3) ек-
вівалентна задачі теплопровідності, яка визначається за рівнянням: 
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б2
лgradTdiv
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,    21 x,x ,  0t  , (9) 

 
з граничними і початковими умовами початкової задачі (3) – (7). 
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У свою чергу умова  0
T

g





 забезпечує позитивність виразу 
t

g
Lc



 . В задачі 

про плавлення 0
dt

dT
  , тоді 0

t

T

dT

dg

t

g









, тобто останній доданок правої час-

тини рівняння (9) означає стікання тепла, що відповідає процесу поглинання тепло-
ти фазового переходу. 

За методикою, заснованою на ідеї статті, розглянемо деякий об’єм V , обмеже-
ний поверхнею A , який містить у собі поверхню розділу фаз  (див. рис. 2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 2. Об’єм з поверхнею розділу фаз  

      
У момент часу  t  поверхня розділу фаз   розділяє область V  на дві під об-

ласті 21 V,V   , із зовнішніми поверхнями 21 A,A   . За деякий приріст часу  t  по-

верхня розділу фаз   проходить через елементарний приріст об’єму V  і займе 
положення  . При цьому збільшиться об’єм, зайнятий фазою 2  і відповідно 
зменшиться об’єм фази 1 . 

Проінтегруємо рівняння (9) по об’єму V  скориставшись  рівнянням Гаусса – 
Остроградського 
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, (10)

 
де ሬ݊Ԧ – зовнішня нормаль до поверхні A . 
 
Перетворимо другий інтеграл правої частини (10): 
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Тут інтеграл по області VV1   дорівнює нулю за визначенням функції  Tg , 

а другий інтеграл по VV2   представимо в наступному вигляді: 

V

1V  2V  

n
  

n


 


nv


 




1A  2A  



 
 

   МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

117 
 

   
 









 

 V

t,2tt,1

0tVVV

dV
t

gg
LlimdV

t

g
LdV

t

g
L

22 
. (12)

 
З визначення функції  Tg  виходить, що   0g tt,1   та   1Tg    на фазовій 

поверхні. При 0t   відношення dt/dV  прагне до  dvn , де 
nv  – локальна 

швидкість елементу d  по нормалі до неї у бік першої фази. Крім того, об’єм 

V при цьому стягується до поверхні  , так що областю інтегрування стає  . 
Тоді з двох попередніх співвідношень маємо 
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Напишемо співвідношення (10) для кожної фази: 
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. (15)

 
У рівнянні (14) другий доданок правої частини дорівнює нулю, а в рівнянні 

(15) аналогічний член замінимий його значенням з (13). Потім підсумовуючи 
отримані співвідношення будемо мати такі рівняння 
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(16)

 
Тепер віднімаючи (10) з отриманого співвідношення, прийдемо до рівняння 
 

    0dvLdn,gradTdn,gradT n21  







 . (17)

 
Якщо локальну нормаль до  , скеровану в бік першої фази, позначити через 

n


, то в першому інтегралі  nn


, а в другому  nn


. Тоді попереднє рівняння 
запишеться у вигляді: 
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Звідси через довільність об’єму V  і відповідної поверхні   випливає 
 

   0vLn,лgradT n  



 
яке з урахуванням співвідношень 
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, 

 

дає умову (2). В останньому рівнянні  tRr


  – радіус-вектор точки, що знахо-
диться на поверхні фазового переходу. 

Перевірка адекватності отриманої математичної моделі виконується за допо-
могою чисельних розрахунків задачі нагріву елементів вагона при правці, які 
наведені нижче. Для чисельного вирішення рівнянь (9), (3) – (7) застосуємо ме-
тод згладжування. Коефіцієнти рівняння (9), як функції температури, зазнають 
розриви при TT  і не визначені в цій точці. Останній член правої частині 

об’єднаємо з лівою частиною, тоді ефективна теплоємність dT/Ldgc  має роз-

риви в точках TT  та  TT . Виходячи з цього, рівняння (9), (3) – (7) бу-
дуть мати наступний вигляд  
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коефіцієнти якої визначені у всьому діапазоні зміни температури таким чином 
 


















































,TTякщо,c

,TTTякщо,
dT

dg
Lc

,TTякщо,
dT

dg
Lclimclim5,0

,TTякщо,c

c~

2

2

0TT
2

0TT
1

1

 

 

 

 

 

 
 



 
 

   МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

119 
 

     






























.TTякщо,

,TTTякщо,
TT

2

,TTякщо,
~

2

2121

1

  

  

  






  

 
Для коефіцієнта теплопровідності прийнята апроксимація безперервною фу-

нкцією. При цьому його можна довизначити аналогічно теплоємності. Оскільки 
температурне поле є найбільш чутливим до величини коефіцієнта теплоємності, 
то він повинен при до визначені найбільш точно відповідати реальному процесу 
фазового переходу. При виборі функції  Tg  необхідно враховувати напрям 
ходу процесу – фазовий перехід відбувається в результаті пониження темпера-
тури або її підвищення. Вона має бути вибрана відмінною від нуля в області 
фази, що знов утворюється. 

З метою перевірки достовірності (валідації) розробленої розрахункової мате-
матичної моделі використовувалися літературні дані наведені в роботах 
[2,7,8,12-15]. На рис. 3 наведені розрахункові дані щодо розподілів температури 
в хребтовій балці з маловуглецевої сталі (345-09Г2С-14, ГОСТ 5267.0-90) тов-
щиною мм10  в різні моменти часу від початку нагріву правки. При цьому раді-
ус плями нагріву обраний рівним мм10 , ефективна потужність джерела нагріву 
– с/Дж245 , час нагріву – с30 . На рис. 4 та рис. 5 представлені розрахункові 
та експериментальні дані щодо розподілу температури в хребтовій балці на від-
повідних відстанях R  від центра її нагріву. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 3. Розподіл температури в хребтовій балці 
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Рис.4. Кінетика розрахункових і експериментальних значень температури  
на відстанях мм10 ( a ) та мм15 (б ) від центру нагріву балки 
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Рис.5. Кінетика розрахункових і експериментальних значень температури  
на відстанях мм20 ( а ) та мм25 (б ) від центру нагріву балки 

 
Висновки і перспективи подальшого  використання.  Побудована в статті 

математична модель температурного поля правки у постановці задачі Стефана 
дозволяє більш точно виконувати описання теплового процесу при правці, який 
враховує вплив фазового переходу та залежність теплофізичних коефіцієнтів від 
температури. Виявлені недоліки застосування математичного апарату для чисе-
льного розрахунку температурних полів, який було запропоновано М.М. Рикалі-
ним. Відмічено, що одним з раціональних підходів, який ураховує виявлені не-
доліки і полягає в більш точному описі температурного поля з урахуванням теп-
лоти фазового переходу, в залежності від теплофізичних коефіцієнтів темпера-
тури є підхід заснований на вирішенні температурної задачі правки газовим по-
лум’ям деформацій, що виникають після зварювання. Дана задача представля-
ється у вигляді задачі Стефана і вирішується за допомогою методу згладжування 
із застосуванням функції Дірака.  

Наведена побудована авторами математична модель температурного поля на-
грівання при правці деформацій, яка враховує теплоту фазового переходу, за 
рахунок введення розподіленого в околиці поверхні розділу фаз джерела тепла. 
Представлені розрахункові та експериментальні дані щодо розподілу температури 
в хребтовій балці на відповідних відстанях від центра її нагріву. Відмічено, що за 
рахунок оптимізації параметрів нагріву можливо суттєво підвищити ефективність 
термічної правки, що призведе до суттєвої економії енерго- і працевитрат. 
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THE USE OF MATHEMATICAL MODELING   

CHANGES IN THE MANUFACTURE OF GONDOLA 
 

The urgency of the research and development activities aimed at the study of the 
temperature problem of flame straightening deformations that occur after welding 
the frame gondola, in the form of the Stefan problem with moving heat source. It 
noted the desirability of developing a mathematical model of heating a metal that 
occurs when straightening strains, which takes into account the heat of phase tran-
sition, by entering, distributed in the vicinity of the surface of the interface, the heat 
source. The results of experimental and theoretical research on the temperature 
distribution in the revision sill gondola depending on the heating time. 

Keywords: gondola, sill, deformation, correction, mathematical model. 
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