
ISSN 2075-4272    Наукові праці ДонНТУ. Серія: «Обчислювальна техніка та автоматизація»        № 1(29)’2016

8

УДК 681.32:512.54

О.Ю. Каменєв (канд. техн. наук, в.о. доц.), А.О. Лапко (канд. техн. наук, доц.)
Український державний університет залізничного транспорту, м. Харків

кафедра автоматики та комп’ютерного телекерування рухом поїздів
E-mail: alexstein@meta.ua; a_lapko@ukr.net

ІЗОМОРФІЗМ КЛАСІВ ТОЛЕРАНТНОСТІ НА РІЗНИХ
РІВНЯХ ІЄРАРХІЧНИХ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ

На підставі теоретико-множинного аналізу багаторівневих ієрархічних автоматизованих
систем управління технологічними процесами виділені класи толерантності на різних їх
рівнях за функціональною ознакою, пов’язаною із призначенням технологічних об’єктів.
Встановлено, що зазначені класи толерантності мають ознаки абелевих адитивних груп,
для чого запропоновано використання груп, базованих на кусково-заданій бінарній операції
над індексами їх елементів. Із використанням теореми Келі з теорії груп доведено, що
зазначені класи толерантності є ізоморфними по відношенню один до одного на різних
рівнях систем. Це дозволяє напрацювати єдині підходи до синтезу, проектування, технічно-
го обслуговування та ремонту різних рівнів ієрархічних систем та засобів їх досліджень.
Ключові слова: бієкція, толерантність, ізоморфізм, група, АСУ, рівень.

Загальна постановка проблеми. При аналізі й синтезі багаторівневих ієрархічних
автоматизованих систем управління технологічними процесами (АСУ ТП) із програмованою
логікою функціонування виникає необхідність узгодження між рівнями. Тривіальні підходи,
що застосовуються з цією метою,  базуються на відповідності між об’єктами керування та
контролю системи, її програмними і апаратними модулями на всіх рівнях. Проте в багатьох
випадках така відповідність виявляється не однозначною, що призводить до порушення
адекватності приймання-передачі командної і контрольної інформації. Такий порядок речей
не є припустимим для АСУ ТП у відповідальних сферах, тому для них зазначена
відповідність має бути однозначно встановлена і доведена [1, 2].

Постановка задач дослідження. Метою роботи є розроблення підходу до формування
єдиних теоретико-групових моделей багаторівневих АСУ ТП з точки зору виділення на її
рівнях взаємно-однозначних класів толерантності, що дозволить виділити спільні принципи
їх проектування, дослідження та подальшої експлуатації.

Для досягнення зазначеної мети поставлені та вирішені такі задачі:
– формування виразу для кусково-заданої групи, що може об’єднувати елементи та

модулі АСУ ТП спільного призначення;
– встановлення принципів групування елементів всіх рівнів АСУ ТП за функціональ-

ною ознакою із використанням кусково-заданої групи;
– визначення умов ізоморфізму між функціональними групами різних рівнів АСУ ТП,

розроблення методики доведення зазначеного ізоморфізму.
Результати досліджень. Групування функціональних елементів на різних рівнях

АСУ ТП. Нехай деяка АСУ ТП побудована за клієнт-серверною архітектурою та містить n
ієрархічних рівнів, що задіяних в  керуванні та контролі множиною А технологічних об’єктів.
Кожний об’єкт керування та контролю (ОКК) aj Î А безпосередньо взаємодіє з одним мікро-
процесорним об’єктним контролером (МПК) llj Î LL,  що є елементом нижнього рівня (low
level). В свою чергу логічні залежності функціонування АСУ ТП реалізуються програмним
забезпеченням (ПЗ) середнього рівня системи (middle level), причому керування та контроль
кожного МПК здійснюється програмним модулем mlj Î ML, а безпосередньо логічні

© Каменєв О.Ю., Лапко А.О., 2016



ISSN 2075-4272    Наукові праці ДонНТУ. Серія: «Обчислювальна техніка та автоматизація»        № 1(29)’2016

9

залежності виконуються при динамічній взаємодії елементів mlj:

" (aj є А) ↔ $ (llj є LL) ↔$  (mlj є ML).                                              (1)

Відповідно до праць [3,  4]  множину ОКК А у складі АСУ ТП можна розділити на n
класів толерантності за типом використаних МПК нижнього рівня (за функціональною
ознакою):
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де LLAi  – відповідний клас толерантності на множині А; LL

it  – відношення толерантності за
типом використаних МПК; LLi – множина МПК певного типу, до яких підключені ОКК LLAi .

Якщо в межах кожного класу толерантності LLAi  виконати суцільну наскрізну нумера-

цію елементів Ja  ( ( )][,1 LL
iAr ==J )  відповідно до формули (2) та задати на ньому бінарну

операцію «*», таку що відповідає виразу (3),
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то, згідно з теорією груп [3], кожен клас LL
iA  є групою порядку r : ( ) ( )*= ;AAG LL

i
LL
i . За бінар-

ну операцію, при якій виконуються умови (3), можна взяти кусково-задану  процедуру над
індексами J елементів Ja , що полягає у знаходженні абсолютної величини послідовного су-
мування даних індексів та відніманні від них найбільшого індексу r)max( =J  або найближ-
чого більшого цілого від його половинного значення, залежно від результатів суми самих
індексів:
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При цьому нейтральний елемент ea  кожної групи LL
iA  знаходиться шляхом перетво-

рення виразу (3) – з рівнянь é ù JJ =+ r/2-e та JJ =+ r-e , звідки випливає значення

é ù rr/2e Ú= . У свою чергу, обернений елемент 1a-
J ,  згідно з формулою (4),  знаходиться із

рівнянь é ù é ùr/2er/2-1 ==+ -JJ  та rer- ==J+J -1 , з яких випливає: JJJ -r2-r1 Ú=- .
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Середній вираз у формулі (3), який виключає нульовий індекс J  і прирівнює його до одиниці
(оскільки, згідно з (4), Æ=0a ), тотожно дорівнює одиниці, тому до уваги не приймається.

Оскільки )max(r J= , індекс J-r2  не має сенсу для всіх значень r¹J ( Æ=¹r2r Ja - ),
тому єдиним значенням оберненого елемента Ja  є JJ -raa =1- , якому буде відповідати єдиний

нейтральний елемент é ù2/re aa = . Враховуючи, що виконується рівність

é ù é ù é ù é ù3r/2r/2rr/2)max(r/2 =+=+£+ JJ , згідно з виразом (4) елемент é ù2/ra  буде

нейтральним для всіх членів групи LL
iA . Підстановка елементів J-ra та é ù2/ra  в нижні два

вирази формули (3) за операцією (3) підтверджує їх істинність.
У той же час істинність першого виразу формули (3), що відображає замкненість

бінарної операції (4) відносно елементів групи, випливає із властивостей абсолютної
величини та областей значень виразу b + с [5, 6]:

[ ] [ ]

ï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï

í

ì

ú
û

ù
ê
ë

é
ú
ú

ù
ê
ê

é

ú
ú

ù
ê
ê

é
ú
ú

ù
ê
ê

é
ú
ú

ù
ê
ê

é

ú
û

ù
çç
è

æ
ú
ú

ù
ê
ê

é
ú
ú

ù
ê
ê

é
÷÷
ø

ö
ê
ë

é
ú
ú

ù
ê
ê

é
ú
ú

ù
ê
ê

é

Î++

=++=+

ÈÎ++

=+®Î+®Î

,r2;
2
3rcbякщо,rd

;
2
rcbякщо,

2
2-r1

2
2-rd

;
2
3r;

2
r

2
r2;cbякщо,

2
rd

cbr2;2cbr1;cb,

звідки знаходяться відповідні області значень D1, D2, D3 індексу d:
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Повна область значень D індексу d знаходиться як поєднання його локальних областей
значень D1, D2, D3 [7, 8]:
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що відповідає виразу ]A[r,1e,d,c,b LL
i==  у формулі (2), а отже, підтверджує замкненість

операції (3) відносно елементів групи LL
iA .

Істинність другого зверху виразу у формулі (3) для бінарної операції «*» безпосередньо
випливає із асоціативності операції арифметичної суми дійсних чисел, яка закладена в осно-
ву зазначеної бінарної операції (4), що визначає адитивний характер кожної групи LL

iA .
Із комутативності арифметичної суми дійсних чисел випливає, що кожний клас толера-

нтності за функціональною ознакою МПК LL
iA  є абелевою групою відповідних елементів

(напільних пристроїв керування і контролю) [4].
Встановлення відповідності між функціональними групами.  Виходячи із

досліджень [9,  10],  існує бієкція між множинами А, LL та MLMLA Ì  програмних модулів
ОКК у складі ПЗ середнього рівня АСУ ТП, звідки випливають взаємно однозначні класи
толерантності за функціональною ознакою на даних множинах:
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де ALLi = iLL , LL
AiML  – відповідні класи толерантності на множинах LL та МL; A_LL

it , LL_A

it  –
відповідно відношення толерантності за типами використаних МПК та підключених до них
ОКК: A_LL

it = ( LL_A

it )-1; LL_ML

it , ML_LL

it – відповідно відношення толерантності за типами використа-
них програмних модулів та взаємодіючих з ними МПК: LL_ML

it = ( ML_LL

it )-1.
Згідно з властивістю суперпозиції бієктивного відношення, яке задано верхнім виразом

у формулі (5), класи толерантності на множинах А та МL також взаємно однозначні

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

==

«UU
n

1i

n

1i
i

LL
Ai

LL MLA , звідки можна виділити взаємно обернені відношення толерантності
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i,i tt  на множині А за типом ОКК та на множині ML за типом їхніх програмних модулів:
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Тоді, згідно з властивостями симетричності бієктивного відношення [3], має місце бути
рівнопотужність класів толерантності у формулах (5), (6): [ ] [ ] [ ] ,rMLLLA LLALL === Aiii з якої
випливає ізоморфізм перестановок елементів на даних множинах:
( ) ( ) ( )LL

Ai!
A
i!

LL
ir! SLSS MLLA rr @@ .
З теорії груп відомо, що множина перестановок скінченної множини r елементів є скін-

ченною групою порядку r! відносно операції множення перестановок. В кожній такій групі
Sr! можна виділити підгрупу ( ) !rer SPS ÌÉ (де Ре – тотожна перестановка) порядку [Sr] = r,
яка, згідно з теоремою Келі та транзитивністю ізоморфізму, буде ізоморфною групі LLAi :

( ) ( ) ( )LL
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LL MLSLLSASA Aiiii @@@  [4].
Якщо при цьому в межах кожного класу у виразах (5), (6) виконати взаємно однозначну

індексацію (нумерацію) відповідних один одному елементів:
( ) ( ) ( )LL
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A
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LL
i LMmlLLllAa Î«Î«Î JJJ ,  а також задати бінарну операцію (4),  то,  згідно з

теоремою Келі, множини A
iLL  та LL

AiLM  також будуть абелевими групами відносно операції
«*», ізоморфними відповідно групам ( )A

r LLS i  = ( )LL
r MLS Ai . Із транзитивності та симетричності

ізоморфного відображення випливає ізоморфізм всіх трьох груп відповідних до певного типу
ОКК елементів на всіх рівнях [3]:
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Тоді на поєднанні множин MLLLA ÈÈ  можна виділити класи еквівалентності елемен-
тів { } MLLLAml,ll,a jjj ´´Ì  за відповідністю конкретному ОКК Aa j Î :

( ) ( ) ( )MLmlLLllAa:MLLLA jjjj
ML_LL_A Î«Î«Î´´Ìe .
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Виходячи з властивостей транзитивності та симетричності еквівалентності [3] та врахо-
вуючи ізоморфізм груп (7), можна виконати композицію відношень ML_LL_A
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де )(
i

i agt  – відношення толерантності за принципом використання єдиного протоколу керування
та контролю, що реалізується функцією )( ji ag .

Згідно з формулою (8),  за функціями )(i ag = )( ji ag  виконуються бієктивні відобра-

ження між відповідними групами, заданими формулою (7). При цьому Æ=
=
I

n

1i
i )(ag  [3].

Кожна функція )()(i aUag Î  реалізується відповідним драйвером, що відтворює певний
протокол взаємодії між відповідними класами нижнього та середнього рівнів. При цьому
кожний драйвер )( ji ag  однозначно відповідає певному типу ОКК, об’єднаному в групу LLAi .
Враховуючи ізоморфізм (7), цей драйвер також однозначно відповідає типу МПК та
програмному модулю, об’єднаним у групи ALL i та LLMLAi  [9]:

.ML,LL,A)( LLALL
ji Aiii«ag                                                (9)

Виходячи з можливої багатокальності елементів нижнього рівня, пов’язаної із
резервуванням МПК, та враховуючи побудову ПЗ АСУ ТП, кожен елемент LL відтворюється
вектором, елементи якого відтворюють відповідні інформаційно-керуючі канали. При цьому
векторною є кожна функція )(i ag , а елементи її вектора визначають складові драйверів для
відповідних каналів:

;,...,, )(
21 jjmjjjj mlllllllllll ji ¾¾ ®¬== ag

{ } m,1,LLLL,...,,)()( iiim2i1iii =Ì«== hgggagag η ,                   (10)

де { }ηiLL  – множина елементів η-го каналу у класу iLL .
У формулі (10) для спрощення прийнято, що кількість каналів кожного елемента в усіх

класах iLL  однакова і дорівнює числу m. Тоді, згідно з виразами (5) – (10), взаємні відно-
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шення між ОКК та елементами нижнього і середнього рівнів на прикладі одного класу iL
визначаються графом на рис. 1.

1a

11ll 12ll m1ll

2a

21ll 22ll m2ll

ra

1rll 2rll rmll

1ig 2ig img

1ml 2ml rml

Рисунок 1 – Граф відношень на множинах LL
iA , A

iLL , A
AiML  та )(i ag

Всі відношення між відповідними елементами, що відтворюються у складі графа на
рис. 1 вершинами, мають характер взаємності (тому ребра, що відтворюють відношення,
зображені ненаправленими). Характер відношень з позиції однозначності визначається
валентністю вершин у відповідному напрямку (одновалентність визначає однозначність, а
багатовалентність – багатозначність).

Згідно з суперпозицією відношень, заданою верхнім виразом у формулі (8), та характе-
ром зв’язків, заданим графом на рис. 1, нумерація елементів ja  в межах кожного класу iL
збігається з групами LLALL MLLLA Aiii @@ ( )J=j .

Тоді, спираючись на наведені вище викладки, що доводять груповий характер множин
LL
iA , A

iLL , A
AiML  та ізоморфізм між ними, можна зробити висновок, що кожен клас iL  є абе-

левою групою порядку r, ізоморфно всім вищенаведеним групам:
[ ] [ ] [ ] [ ] rMLLLA,MLLLA LLALL

i
LLALL

i ====@@@ AiiiAiii LL . Виходячи із доведеного ізоморфізму
між класами толерантності на рівнях АСУ ТП, формулу (1) можна записати в більш строгому
вигляді:

" (aj є А) ↔ $! (llj є LL) ↔ $!  (mlj є ML).                                          (11)

Аналогічним чином можна довести взаємно-однозначну відповідність між функціона-
льними групами (класами толерантності) на всіх інших (крім нижнього та середнього) рівнів
ієрархічних АСУ ТП.

Така взаємно-однозначна відповідність, задана виразом (11), дозволяє встановити єдині
принципи для синтезу, проектування і аналізу різних рівнів  АСУ ТП, засобів їх дослідження,
технічного обслуговування та ремонту.

Формалізація стратегії технічного обслуговування АСУ ТП. На основі вище викла-
деного можна припустити, що існує простір технічних станів ОКК (Ξ, S), а (Θ, Е) – простір
станів технічної експлуатації. Кожен з цих просторів, в яких SS j Î   та EE j Î   – відповід-
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ні алгебри подій, передбачаються вимірюваними. Варіанти V стратегії технічного обслугову-
вання (ТО) (maintenance philosophy), що виникають у даному випадку, зручно визначити та-
кою матрицею [11]:

( ) ( )
( ) ( )E;EVS;EV

E;SVS;SV
V

jMPjMP

jMPjMP
МР =

Стратегія ( ){ }S;SV jMP  визначає імовірності переходу за технічними станами ОКК як
об’єкта експлуатації; ( ){ }E;EV jMP   є стратегією технічної експлуатації; стратегія ( ){ }E;SV jMP

визначає імовірність призначення чергового стану технічної експлуатації; стратегія
( ){ }S;EV jMP   визначає імовірність відновлення працездатності ОКК як об’єкта експлуатації.

Використовуючи матрицю MPV , можна подати стратегію ТО в такому вигляді:

( ) ( ) ( ) ( )][ E;EVE;SVS;EVS;SV jMPjMPjMPjMP = .

З викладених позицій стратегія ( ){ }S;SV jMP   визначає клас стратегій, що складається з
трьох:

– стратегія ТО, що не враховує технічний стан об’єкта експлуатації;
– стратегія ТО, що частково враховує технічний стан об’єкта експлуатації шляхом

достовірного вимірювання параметрів та прийняття відповідного рішення;
– стратегія ТО, що повністю враховує технічний стан об’єкта експлуатації шляхом

достовірного вимірювання параметрів та прийняття відповідного рішення; крім контролю
технічного стану, для пристроїв з відомим значенням наробітку можливий контроль
використання.

Графом на рис. 1 можна скористатися для реалізації форм поділу праці як відповідних
страт для процесу ТО ОКК (див. рис. 2).
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Рисунок 2 – Стратифікована уява форм поділу праці при обслуговуванні ОКК
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Використання (див. рис. 2) стратифікації полягає в можливій автоматизації формування
технологічних карт та інших керівних документів із ТО АСУ ТП в цілому та її ОКК зокрема.

Висновки.
1. Запропоновано новий вид абелевої адитивної групи, що базується на кусково-заданій

бінарній арифметичній операції над індексами функціональних елементів систем керування.
2. Встановлено, що класи толерантності технологічних об’єктів систем керування,

сформовані за функціональним принципом, мають всі ознаки абелевих адитивних груп
відносно вищеназваної кусково-заданої бінарної арифметичної операції.

3. На підставі теореми Келі із теорії груп встановлена та доведена взаємно-однозначна
відповідність (ізоморфізм) між функціональними групами на різних рівнях ієрархічних
систем керування.

4. Визначена можливість використання доведеного ізоморфізму між функціональними
групами для формування єдиних принципів синтезу, аналізу, проектування, технічного
обслуговування та ремонту різних складових АСУ ТП, а також засобів їх досліджень.

5. На підставі виконаного функціонального розподілення ОКК та її керуючих
програмно-апаратних модулів на різних рівнях ієрархічних АСУ ТП запропоновано
формалізацію стратегії ТО АСУ ТП на базі простору станів ОКК.
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А.Ю. Каменев, А.А. Лапко
Украинский государственный университет железнодорожного транспорта
Изоморфизм классов толерантности на разных уровнях иерархических систем управле-
ния. На основании теоретико-множественного анализа многоуровневых иерархических ав-
томатизированных систем управления технологическими процессами выделены классы то-
лерантности на различных их уровнях по функциональному признаку, связанному с назначе-
нием технологических объектов. Установлено, что указанные классы толерантности име-
ют признаки абелевых аддитивных групп, для чего предложено использование групп, осно-
ванных на кусочно-заданной бинарной операции над индексами их элементов. С использова-
нием теоремы Келли по теории групп доказано, что указанные классы толерантности изо-
морфны по отношению друг к другу на различных уровнях систем. Это позволяет вырабо-
тать единые подходы к синтезу, проектированию, техническому обслуживанию и ремонту
различных уровней иерархических систем и средств их исследований.
Ключевые слова: биекция, толерантность, изоморфизм, группа, АСУ, уровень.
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A.J. Kamenyev, A.O. Lapko
Ukrainian State University of Railway Transport
Isomorphism classes of tolerance at different levels of hierarchical control systems. Virtually all
modern microprocessor automated process control systems in different sectors of the economy are
built on a multi-level hierarchical principle. One of their distinguishing features is the uniformity of
construction of hierarchical information and control levels, which is associated with the operation
of the software logic, common components and multi-stage decision-making.
Different approaches to synthesis, design, maintenance and repair of technical equipment of differ-
ent levels of such systems are currently practiced. The establishment and confirmation of the mutual
uniqueness will optimize the processes of development, operation, repair and maintenance of such
systems. Therefore, by using the mathematical apparatus of the theory of groups we carried out the
formation of coherent with each other tolerance classes on a functional basis for the generalized
multi-level hierarchy of the automated control system based on client-server architecture. To do
this, we introduced a new type of additive Abelian group on the basis of piece-wise given the binary
arithmetic operations, which have the features of the above classes of tolerance. To specify an
arithmetic operation based on the processing of index values of elements included in each function-
al class of tolerance. On the basis of Kelly theorem of group theory we proved the isomorphism be-
tween these classes of tolerance. This taken into account the possible construction of a
multi-channel version of the individual devices and levels of control systems, which may be due to
their redundancy required to achieve the specified performance reliability and functional safety.
This allows further to reach the unification of approaches to the development of control systems,
their research, and the development of the necessary hardware and software. Possible application
of the proposed separation of the group of functional elements was shown in the example of the
formalization of the maintenance of technological objects.
Keywords: bijection, tolerance, isomorphism, the group, ACS, level.
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